Troisi\`eme groupe de cohomologie non ramifi\'ee des torseurs universels
  sur les surfaces rationnelles by Cao, Yang
Épijournal de Géométrie Algébrique
epiga.episciences.org
Volume 2 (2018), Article Nr. 12
Troisième groupe de cohomologie non ramifiée des torseurs
universels sur les surfaces rationnelles
Yang Cao
Résumé. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X une k-surface projective et lisse géomé-
triquement rationnelle. Soit T un torseur universel sur X possédant un k-point, et soit T c une
compactification lisse de T . La question de savoir si T c est k-birationnel à un espace projectif
est encore ouverte. On sait que les deux premiers groupes de cohomologie non ramifiée de T
et T c sont réduits à leur partie constante. On donne une condition suffisante en termes de la
structure galoisienne du groupe de Picard géométrique de X assurant l’énoncé analogue pour
les troisièmes groupes de cohomologie non ramifiée de T et T c. Ceci permet de montrer que
H3nr(T c,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est nul si X est une surface de Châtelet généralisée, et que ce
groupe est réduit à sa partie 2-primaire si X est une surface de del Pezzo de degré au moins 2.
[English]
Title. Third unramified cohomology group of universal torsors on rational surfaces
Abstract. Let k a field of characteristic zero. Let X be a smooth, projective, geometrically rational
k-surface. Let T be a universal torsor over X with a k-point et T c a smooth compactification of
T . There is an open question : is T c k-birationally equivalent to a projective space ? We know
that the unramified cohomology groups of degree 1 and 2 of T and T c are reduced to their
constant part. For the analogue of the third cohomology groups, we give a sufficient condition
using the Galois structure of the geometrical Picard group of X. This enables us to show that
H3nr(T c,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) vanishes if X is a generalised Châtelet surface and that this
group is reduced to its 2-primary part if X is a del Pezzo surface of degree at least 2.
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1. Introduction
Soit k un corps de caractéristique 0. Pour une variété X sur k et un faisceau étale F sur X, la cohomologie
non ramifiée de X de degré n est ici par définition le groupe
Hnnr(X,F) :=H
0
Zariski(X,Hn(X,F)),
où Hn(X,F) est le faisceau Zariski associé au préfaisceau {U ⊂ X} 7→ Hne´t(U,F). Ces groupes sont des
invariants k-birationnels de k-variétés intègres projectives et lisses ([CT95, Thm. 4.1.1]). Si X est projective,
lisse et k-rationnelle, par [CT95, Thm. 4.1.1 et Prop. 4.1.4], on a H i(k,Q/Z(j))
∼→H inr(X,Q/Z(j)) pour tous
entiers i ∈N, j ∈Z.
Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T → X un torseur universel
sur X [CTS87]. Ce torseur est une k-variété géométriquement rationnelle (Corollaire 2.9). En 1979, Colliot-
Thélène et Sansuc [CTS80, Question Q1, p. 227] ont posé la question : si T possède un point rationnel, la
k-variété T est-elle une k-variété k-rationnelle ? Cette question est toujours ouverte.
Un certain nombre d’invariants k-birationnels sont triviaux sur toute compactification lisse T c de T .
Ainsi les applications de restriction H i(k,Q/Z(i − 1)) → H inr(T c,Q/Z(i − 1)) sont des isomorphismes
pour i = 1 et i = 2. Le cas i = 1 est facile. Dans le cas i = 2, ceci dit que l’application de restriction
Br(k) → Br(T c) sur les groupes de Brauer est un isomorphisme. Pour ce résultat, voir [CTS77, Thm. 1],
[CTS87, Thm. 2.1.2], [HS, Prop. 1.8] et le Théorème 2.8 ci-dessous. Par ailleurs, pour T possédant un k-
point, on sait (Proposition 2.12) que pour tous i ∈N, j ∈Z, l’image de H inr(X,Q/Z(j)) dans H inr(T ,Q/Z(j))
est réduite à H i(k,Q/Z(j)).
Dans le présent article, pour X, T et T c comme ci-dessus, nous étudions les groupes
H3nr(T c,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) ⊂H3nr(T ,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)).
Dans [Cao], nous avons établi que H3nr(T c,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est fini.
Les principaux résultats du présent article sont les suivants.
(a) Le quotient H3nr(T ,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est fini.
(b) Si H1(k,Sym2Pic(Xk¯)) = 0 et X(k) , ∅, alors H
3
nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) = 0 (Théorème 4.7). Pour établir ce
résultat, nous appliquons aux torseurs sous un tore une technique développée par A. Merkurjev
[Me16] pour étudier les torseurs sous un groupe semisimple.
(c) Si X est une surface de Châtelet généralisée, c’est-à-dire un fibré en coniques sur P1k possédant une
section sur une extension quadratique de k, et X(k) , ∅, alors H3nr(T c ,Q/Z(2))H3(k,Q/Z(2)) est nul (Théorème 5.1).
(d) Si X est une surface projective, lisse, k-birationnellement équivalente à une surface de del Pezzo
de degré ≥ 2 ou à une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique, alors H3nr(T c ,Q/Z(2))H3(k,Q/Z(2)) est
purement 2-primaire (Théorème 6.7).
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Conventions et notations
Soit k un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une clôture algébrique et Γk := Gal(k¯/k).
Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on note k[X] son anneau
des fonctions globales, k[X]× son groupe des fonctions inversibles, et Pic(X) := H1ét(X,Gm) son groupe
de Picard. Si X est lisse, on note Br(X) := H2ét(X,Gm) son groupe de Brauer, CH
i(X) son groupe de
Chow de codimension i et CHi(X) son groupe de Chow de dimension i. Pour X/k projective lisse, notons
A0(X) ⊂ CH0(X) le groupe de classes des 0-cycles de degré 0. Pour tous i ∈N, j ∈Z, on note H
i
nr(X,Q/Z(j))
H i (k,Q/Z(j))
le conoyau du morphisme H i(k,Q/Z(j))→H inr(X,Q/Z(j)).
Tous les groupes de cohomologie ou d’hypercohomologie utilisés dans cet article sont des groupes de
cohomologie étale, sauf les groupes de cohomologie de Zariski H i(X,Kj ) à valeurs dans des faisceaux de
K-théorie algébrique. Pour chaque schéma X, notons D+e´t(X) la catégorie dérivée bornée à gauche de la
catégorie des faisceaux étales. Pour les propriétés de la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne, voir [KS,
§13.1]. Pour tout n ∈Z, on a la sous-catégorie D≥ne´t (X) ⊂D+e´t(X) (cf. [KS, Notation 13.1.11]) et les foncteurs de
troncature τ≤n et τ≥n ([KS, Déf. 12.3.1 et Prop. 13.1.5]). Soit
−⊗L − :D+e´t(X)×D+e´t(X)→D+e´t(X) : (F,G) 7→ F ⊗LZG.
Puisque la tor-dimension de Z est 1, le foncteur ci-dessus est bien défini et on a
−⊗L− :D≥ie´t (X)×D≥je´t (X)→D≥i+j−1e´t (X). (1.1)
Soit T un k-tore. Notons T ∗ = Homk−gp(Tk ,Gm,k) le réseau galoisien défini par le groupe des caractères
géométriques du tore T . Donc T ∗ ⊂ k¯[T ]×.
Pour un groupe abélien A et un entier n ∈ Z, on note A[n] := {x ∈ A,nx = 0} et Ators le sous-groupe
de torsion de A. On note Sym2A la deuxième puissance symétrique de A ([Bour, III §6]) et ∧iA la i-ième
puissance extérieure de A ([Bour, III §7]). Si A  A1 ⊕A2, on a des isomorphismes naturels
Sym2A1 ⊕ (A1 ⊗A2)⊕ Sym2A2 ∼→ Sym2A et ∧2A1 ⊕ (A1 ⊗A2)⊕∧2A2 ∼→∧2A (1.2)
Si A est un réseau, on a la suite exacte naturelle
0→∧2A→ A⊗ZA→ Sym2A→ 0
où ∧2A→ A⊗ZA envoie a∧ b sur a⊗ b − b⊗ a.
2. Rappels
Dans cette section, on fait des rappels sur plusieurs sujets : cohomologie motivique, variétés toriques,
variétés cellulaires, torseurs universels et leur cohomologie à coefficients Gm. Soit k un corps de caractéris-
tique 0.
2.A. Cohomologie motivique
Notons Ki(A) le i-ième groupe de K-théorie de Quillen d’un anneau A. Sur tout schéma X, on note
Ki le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associé au préfaisceau U 7→ Ki(H0(U,OX)) et Ki,e´t celui
pour la topologie étale. On note H i(X,Kj ) ses groupes de cohomologie pour la topologie de Zariski. Par
la résolution de Gersten (un théorème de Quillen, cf. [CTHK] pour une démonstration du cas général), si
X est une k-variété lisse, le groupe H i(X,Kj ) est le i-ième groupe de cohomologie du complexe :
0→⊕x∈X(0)Kj(k(x))→⊕x∈X(1)Kj−1(k(x))→ ·· · → ⊕x∈X(j)Z→ 0, (2.1)
où X(l) est l’ensemble des points de codimension l de X pour tout l ∈Z≥0.
4 2. Rappels
On utilise le complexe motivique Z(r) de faisceaux de cohomologie étale sur les variétés lisses sur
k pour r = 0,1,2, comme défini par Lichtenbaum ([L87] [L90]). On utilise le complexe motivique “de
Lichtenbaum” pour pouvoir utiliser la méthode de Merkurjev dans [Me16]. AlorsZ(0) =Z,Z(1)
∼→Gm[−1],
et Z(2) est supporté en degré 1 et 2. Si X est un schéma de type fini sur k, on a H2(X,Z(2)) K2,e´t(X) et
un triangle dans D+e´t(T ) pour r = 0,1,2 :
Z(r) n // Z(r) // Z/n(r) +1 // . (2.2)
De plus, on sait ([Ka93, Ka96, Su], cf. [CT15, §1]) :
Théorème 2.1. Soit X une k-variété lisse géométriquement intègre de corps de fonctions k(X).
(i) On a les égalités : H0(X,Z(2)) = 0, H1(X,Z(2)) = K3,indec(k(X)), H2(X,Z(2)) = H0(X,K2) et
H3(X,Z(2)) =H1(X,K2), où
K3,indec(k(X)) := Coker(K
Milnor
3 (k(X))→ K3(k(X))).
De plus, K3,indec(k¯(X)) est extension d’un groupe uniquement divisible par Q/Z(2).
(ii) On a une suite exacte naturelle :
0 // CH2(X) cl //H4(X,Z(2)) // H3nr(X,Q/Z(2)) // 0, (2.3)
où cl est induit par CH2(X) H4(X,K2) H4Zari(X,Z(2))→H4(X,Z(2)) ([Ka96, (10)]).
Dans [L87, Prop. 2.5], Lichtenbaum a défini le cup-produit des complexes motiviques
∪ : Z(1)⊗LZ(1)→Z(2),
et ce morphisme induit un morphisme de faisceaux :
Gm ⊗Gm H2(Z(1)⊗LZ(1))→H2(Z(2)) K2,e´t, (2.4)
qui est exactement le morphisme Gm ⊗Gm  K1 ⊗K1 → K2,e´t induit par le cup-produit de groupes de
K-théorie K1 ⊗K1→ K2 ([L87, Rem. 2.6]). Donc la composition
H2(X,ZX(1))⊗H2(X,ZX(1)) ∼→ Pic(X)⊗Pic(X) intersection−−−−−−−−−−→ CH2(X)→H4(X,Z(2)) (2.5)
est exactement le morphisme induit par le cup-produit ci-dessus.
2.B. Variétés toriques
Par [Sum, Cor. 2] et [Oda, Thm. 1.10] on a :
Théorème 2.2. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une variété torique lisse sous le tore Gnm sur k.
Alors pour chaque Gnm-orbite Z de codimension i, il existe une sous-variété torique ouverte U ⊂ X telle que Z ⊂U
et U
∼→Gn−im ×Ai comme variété torique, où l’action de Gnm sur Gn−im ×Ai est la multiplication.
Comme conséquence, on a :
Corollaire 2.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.2, soient Z1, Z2 deux G
n
m-orbites de codimension 1 de X. Alors
il existe un nombre fini de Gnm-orbites de codimension 2, notons-les Sj , telles que leurs adhérences schématiques
satisfont Z1 ∩Z2 =⋃j Sj .
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2.C. Variétés cellulaires
Définition 2.4. ([Ka97, Définition 3.2]) Une variété X sur k a une décomposition cellulaire (brièvement :
est cellulaire) si elle est vide ou s’il existe un sous-ensemble fermé propre Z ⊂ X tel que X\Z soit isomorphe
à un espace affine et Z ait une décomposition cellulaire.
Proposition 2.5. ([Cao, Prop. 2.2]) Soit k un corps algébriquement clos.
(1) Une surface projective, lisse, k-rationnelle est cellulaire.
(2) ([Fu93, Lemme, p. 103]) Une variété torique, projective, lisse sur k est cellulaire.
(3) Soient T un tore sur k et T c une T -variété torique, projective, lisse. Soient X une variété cellulaire sur k
et Y → X un T -torseur. Alors Y c := Y ×T T c est cellulaire.
Rappelons que Y ×T T c est le quotient (Y ×T c)/T , où l’action de T est défini par t · (y,a) := (t ·y, t−1 ·a)
pour tous t ∈ T , y ∈ Y et a ∈ T c. Ce quotient existe par [PV, Thm. 4.19] et [An73, Appendice 1, Thm. 6].
Par [Fu84, Exemple 19.1.11], on a
Théorème 2.6. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une variété lisse cellulaire sur k et n un
entier. Pour tout entier i, le groupe CHi(X) est de type fini et sans torsion, et le morphisme classe de cycle
CHi(X) ⊗Z/n→ H2i(X,Z/n) est un isomorphisme. Pour tout entier i impair, on a H i(X,Z/n) = 0 et donc
H i(X,Zl) = 0 pour tout nombre premier l.
Soit X une variét´e lisse. On a un homomorphisme naturel :
Pic(X)⊗ k×→H1(X,K2). (2.6)
En effet, on a le diagramme commutatif suivant
k(X)× ⊗ k× //

⊕x∈X(1)k× //
φ0

Pic(X)⊗ k× // 0
K2k(X)
d2 // ⊕x∈X(1)k(x)× d1 // ⊕x∈X(2)Z ,
où la première ligne est obtenue à partir de la suite exacte définissant le groupe Pic(X) par tensorisation
avec k× et la deuxière ligne est la résolution de Gersten. On vérifie que la composé d1 ◦φ0 vaut zéro, ce
qui permet de définir l’homomorphisme (2.6) par chasse au diagramme.
Proposition 2.7. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une variété lisse, connexe, rationnelle sur k.
Supposons que X est projective ou cellulaire. Alors l’homomorphisme (2.6) est un isomorphisme.
Démonstration. Si X est projective, ceci résulte de A. Pirutka [Pir, Prop. 2.6].
Si X est cellulaire, on fixe une décomposition cellulaire de X. Soient n = dim(X) et U ⊂ X l’ouvert iso-
morphe àAn dans la décomposition cellulaire. Notons Z := X\U . On a H0(U,K2) = K2(k), H1(U,K2) = 0
et Pic(X) DivZ(X). Par la résolution de Gersten (2.1), on a une suite exacte :
0→H0(X,K2)→H0(U,K2)→ ker(ψ)
φ1−−→H1(X,K2)→H1(U,K2) = 0,
où ψ : ⊕x∈Z(0)k(x)× div−−→⊕x∈Z(1)Z. Alors H0(X,K2) H0(U,K2) et φ1 est un isomorphisme.
Puisque div(k×) = 0, on a ⊕x∈Z(0)k× ⊂ ker(ψ). Pour tout x ∈ Z(0), il existe une unique sous-variété
réduite localement fermée Vx de codimension 1 dans la décomposition cellulaire telle que x ∈ Vx, Vx 
An−1 et Vx ∩Vx′ = ∅ pour x , x′ ∈ Z(0). Donc
k×  ker(k(x)× div−−→⊕
y∈V (1)x Z) et ker(ψ) ⊂ ⊕x∈Z(0)k
×.
Alors ker(ψ)  ⊕x∈Z(0)k×  DivZ(X)⊗ k×  Pic(X)⊗ k×. Puisque φ0 et φ1 sont induits par les inclusions
{k× ⊂ k(x)×}x∈X(1) , on a φ0 = φ1 et le résultat en découle.
6 2. Rappels
2.D. Torseurs universels
Soient X une k-variété lisse, T un k-tore et T → X un T -torseur. La composition H1(X,T ) →
H1(Xk¯ ,Tk¯) → Hom(T ∗,Pic(Xk¯)) associe à T → X un homomorphisme galoisien T ∗
type−−−→ Pic(Xk¯), ap-
pelé le type du torseur. Lorsque le type est un isomorphisme, on dit [CTS87] que T → X est un torseur
universel sur X.
Théorème 2.8. Soit X une k-variété lisse géométriquement intègre, avec k¯×  k¯[X]× et Pic(Xk¯) de type fini et
sans torsion. Soit T → X un torseur universel. Soit T c une T -variété torique, projective, lisse. Soit T c = T ×T T c.
On a les propriétés suivantes :
(i) [CTS87, Thm. 2.1.2] k¯×  k¯[T ]×.
(ii) [CTS87, Thm. 2.1.2] Pic(Tk¯)  0.
(iii) [CTS87, Thm. 2.1.2] On a un isomorphisme de Γk-modules DivT c−T (T ck¯ )  Pic(T ck¯ ). En particulier
Pic(T c
k¯
) est un module de permutation de type fini.
(iv) [HS, Thm. 1.6] L’application naturelle Br(Xk¯)→ Br(Tk¯) est un isomorphisme.
(v) [CTS87, Rem. 2.8.4] Pour toute extension K/k de corps, si XK est projective et K-rationnelle, alors TK est
stablement K-rationnelle. Si de plus K = k, alors TK est rationnelle.
Par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a : k×  k[T ]×, Pic(T ) = 0 et Br(k)  Br1(T ), où
Br1(T ) := Ker(Br(T ) → Br(Tk¯)). De plus, si Xk¯ est k¯-rationnelle, par le Corollaire 2.9 ci-dessous, on a
Br(k)  Br(T ).
Corollaire 2.9. Sous les hypothèses du Théorème 2.8, supposons que k est algébriquement clos et X est projective
et rationnelle. Alors T est rationnelle, Br(T ) = 0, H1(T ,Z/n) = 0, H2(T ,Z/n) = 0 et le groupe H0(T ,K2) est
uniquement divisible.
Démonstration. Dans ce cas, T  Grm pour un certain r ∈Z>0. Puisque H1Zari(−,Gm) = H1(−,Gm), il existe
un ouvert U ⊂ X tel que T ×X U U ×Grm. Donc T est rationnelle.
Par le Théorème 2.8 (iv), Br(T ) = 0. Par la suite de Kummer, et le Théorème 2.8 (i) et (ii), ceci
implique H1(T ,Z/n) = 0 et H2(T ,Z/n) = 0. Par le Théorème 2.1 et le triangle (2.2) sur Z(2), on a 0 
H1(T ,Z/n(2)) H0(T ,K2)[n] et H0(T ,K2)/n ↪→ H2(T ,Z/n(2))  0. Ainsi H0(T ,K2) est uniquement
divisible.
Comme conséquence, on a k¯[T c]×/k¯× = 0, Br(T c
k¯
) = 0, et H1(T c
k¯
,Z/n) = 0, mais ceci résulte déjà de la
rationalité de la k¯-variété projective et lisse T c
k¯
.
Corollaire 2.10. Sous les hypothèses du Théorème 2.8, supposons qu’il existe une extension finie K/k de corps
de degré d telle que la variété XK soit projective et K-rationnelle. Alors, pour tous i ∈ N, j ∈ Z, le groupe
H inr(T c ,Q/Z(j))
H i (k,Q/Z(j)) est annulé par d.
Démonstration. D’après le Théorème 2.8 (v), laK-variété TK est stablementK-rationnelle. Ainsi H
i
nr(T cK ,Q/Z(j))
H i (K,Q/Z(j))
= 0 pour tous i, j . Puisque le transfert est bien défini pour H inr(−,Q/Z(2)) et H i(−,Q/Z(2)), on peut définir
le transfert H
i
nr(T cK ,Q/Z(j))
H i (K,Q/Z(j))
tr−→ H inr(T c ,Q/Z(j))
H i (k,Q/Z(j)) . Un argument de restriction-inflation donne le résultat.
En utilisant la Proposition 2.5(i), dans un précédent article j’ai établi :
Théorème 2.11. ([Cao, Thm. 2.7]) Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T →
X un torseur universel sur X et soit T c une k-compactification lisse de T . Alors le groupe H3nr(T c ,Q/Z(2))H3(k,Q/Z(2)) est fini.
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2.E. Accouplements avec les 0-cycles
Soit X une variété projective, lisse, géométriquement intègre. Pour toute extension de corps K/k et tous
i ∈N, j ∈Z, on a un accouplement naturel :
A0(XK )×H inr(X,Q/Z(j))→H i(K,Q/Z(j)) : (
∑
i
niPi ,α) 7→
∑
i
NormK(Pi )/KP
∗
i (α),
où Pi : Spec K(Pi)→ X (voir [Me08, formule (3)]).
Proposition 2.12. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T → X un torseur
universel sur X et soit T c une k-compactification lisse de T . Supposons que T c(k) , ∅. Alors l’homomorphisme
H inr(X,Q/Z(j))→ H
i
nr(T c,Q/Z(j))
H i(k,Q/Z(j))
est nul pour tous i ∈N, j ∈Z.
Démonstration. Soit T un tore tel que T ∗  Pic(Xk¯). Alors T → X est un T -torseur, i.e. [T ] ∈H1(X,T ).
Il existe une T -variété torique lisse T c (cf. [CTHS, Cor. 1]). Puisque le groupe H inr(•,Q/Z(j)) est un
invariant birationnel des variétés projectives et lisses, et que l’existence d’un k-point est un invariant k-
birationnel des k-variétés projectives et lisses (lemme de Nishimura), on peut supposer que T c  T c ×T T .
Il existe alors un morphisme T c pi−→ X étendant T → X.
Par [CTS80, §II.B], pour toute extension K/k de corps, [T ] induit un homomorphisme
A0(XK )
θ−→H1(K,T ) :
∑
i
xi 7→
∑
i
ResK(xi )/Kx
∗
i [T ]
Puisque [T ]|T = 0 ∈H1(T ,T ) et que tout élément de A0(T cK ) équivaut à un élément supporté sur TK (lemme
de déplacement facile sur les zéro-cycles sur une variété lisse), la composition des homomorphismes
A0(T cK )
pi∗−→ A0(XK ) θ−→H1(K,T ) :
∑
i
ti 7→
∑
i
ResK(ti )/K t
∗
i (pi
∗[T ])
est nulle.
D’après [CT83, Prop. 4] et [CTS81, Thm. 3], pour toute extensionK/k de corps, le morphismeA0(XK )
θ−→
H1(K,T ) est injectif. Ainsi le morphisme A0(T cK )
pi∗−→ A0(XK ) est nul.
Pour toute extension K/k de corps, on a des accouplements compatibles :
A0(T cK )
pi∗

× H inr(T c,Q/Z(j))
(,)T c // H i(K,Q/Z(j))
=

A0(XK ) × H inr(X,Q/Z(j))
(,)X //
pi∗
OO
H i(K,Q/Z(j)).
Soit t ∈ T c(k), K := k(T ) et η ∈ T le point générique. Alors t−η ∈ A0(T cK ) et, pour tout α ∈H inr(X,Q/Z(j)),
on a
(t,pi∗α)T c − (η,pi∗α)T c = (t − η,pi∗α)T c = (pi∗(t − η),α)X = (0,α)X = 0 ∈H i(K,Q/Z(j)).
Puisque (η,−)T c est l’inclusion canonique H inr(T c,Q/Z(j)) ⊂H i(k(T c),Q/Z(j)) et
Im(t,−)T c ⊂ Im(H i(k,Q/Z(j))→H i(K,Q/Z(j))),
on a Im(pi∗) ∈ Im(H i(k,Q/Z(j))→H inr(T c,Q/Z(j))).
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3. Cohomologie motivique à coefficients Z(2) d’un torseur sous un tore
Dans [Me16], A. Merkurjev a étudié la cohomologie motivique à coefficients Z(2) pour un torseur sous
un groupe semisimple. Nous reprenons sa méthode pour étudier les torseurs sous un tore. Soient T un tore
sur k de dimension N , et f : Y → X un torseur sous T sur X, où X est une k-variété lisse géométriquement
intègre. On calcule la relation entre la cohomologie motivique de X et celle de Y à coefficients dans le
complexe Z(2), i.e. on calcule la cohomologie de Zf (2) ci-dessous (Théorème 3.6).
La plan de la démonstraction du Théorème 3.6 est : (i) on calcule les faisceaux cohomologiques de
Zf (2), en utilisant une méthode de Merkurjev ([Me16]), qui généralise le travail de Sansuc sur Zf (1) ; (ii)
on calcule la cohomologie de Zf (2) sur Xk¯ . Ce théorème sera appliqué à calculer la cohomologie de Zf (2)
sur X (Théorème 4.7) en utilisant la suite spectrale de Hochschild-Serre.
Dans ce cas, on définit Zf (i) le cône du morphisme naturel ZX(i)→ Rf∗ZY (i) pour i = 1,2 ([Me16,
(4.3)]), i.e. on a deux triangles dans D+e´t(X) :
ZX(1)→ Rf∗ZY (1)→Zf (1)→ZX(1)[1], (3.1)
et
ZX(2)
f #(2)−−−−→ Rf∗ZY (2)
d(2)−−−→Zf (2)→ZX(2)[1]. (3.2)
Pour chaque Γk-module M continu discret, on peut voir M comme un faisceau étale sur le petit site
étale (ét/k), et son image inverse sur le grand site étale est noté également par M . Ainsi
∧∗T ∗ est un
faisceau étale.
Soient
R≤2f∗ZY (1) := τ≤2Rf∗ZY (1) et Z≤2f (1) := τ
≤2Zf (1). (3.3)
Proposition 3.1. On a Z≤2f (1)  T
∗[−1] et donc ZX(1)⊗Z≤2f (1) Gm ⊗ T ∗[−2] et
τ≤2(ZX(1)⊗LZf (1)) Gm ⊗ T ∗[−2].
Démonstration. Puisque ZX(1) =Gm[−1]|X et ZY (1) =Gm[−1]|Y , on a : H1(ZX(1)) Gm|X , Hi(ZX(1)) =
0 pour tout i , 1 et Hi(Rf∗ZY (1)) = Ri−1f∗(Gm|Y ) pour tout i. Ainsi Hi(Rf∗ZY (1)) = 0 pour i ≤ 0 et le
faisceau H2(Rf∗ZY (1)) est le faisceau étale associé au préfaisceau :
U 7−→H2(f −1U,Z(1)) = Pic(f −1U ).
Localement pour la topologie étale, f −1U ∼→ U ×GNm et U est le spectre d’un anneau local régulier. Dans
ce cas on a 0  Pic(U )  Pic(f −1U ). Donc H2(Rf∗ZY (1)) = 0. Ainsi
Hi(ZX(1)) = 0 pour i , 1, Hi(Rf∗ZY (1)) = 0 pour i ≤ 0 et i = 2. (3.4)
D’après (3.1), on a une suite exacte longue :
· · · → Hi(ZX(1))
φi−→Hi(Rf∗ZY (1))→Hi(Zf (1))→Hi+1(ZX(1))
φi+1−−−→ ·· · .
D’après [CTS87, Prop. 1.4.2], on a une suite exacte :
0→Gm,X → f∗Gm,Y → T ∗→ 0 (3.5)
et donc φ1 est injectif de conoyau T
∗. D’après (3.4), on a H1(Zf (1))  T ∗ et Hi(Zf (1)) = 0 pour i ≤ 0 et
i = 2. Ceci donne le premier énoncé.
Le deuxième énoncé résulte du fait que : T ∗ ⊗L −  T ∗ ⊗−.
Le troisième énoncé résulte du fait que : d’après (1.1), on a Gm ⊗L (D≥3e´t (X)) ⊂D≥2e´t (X).
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La Proposition 3.1 induit un triangle dans D+e´t(X) :
ZX(1)
f #(1)−−−−→ R≤2f∗ZY (1)
d(1)−−−→Z≤2f (1)→ZX(1)[1]. (3.6)
et un isomorphisme :
Gm ⊗ T ∗ H2(ZX(1)⊗LZ≤2f (1)) H2(ZX(1)⊗LZf (1)). (3.7)
Si Y  X × T , la projection X × T → T induit une section de (3.6) :
T ∗[−1]  τ≤2Zf (1)→ Rf∗ZY (1). (3.8)
Le résultat principal de cette section est la Proposition 3.5, qui calcule Zf (2).
Soit T0 := GNm . Puisque H
0(T0,K1) = k[T0]× ⊃ T ∗0 , ceci induit un homomorphisme canonique T ∗0 →
H0(T0,K1). Pour chaque variété lisse intègre U et tout n ∈N, le cup-produit
[Hn(U,K2)⊗H0(T0,K0)]⊕ [Hn(U,K1)⊗H0(T0,K1)] ∪−→Hn(U × T0,K2)
induit un homomorphisme :
Hn(U,K2)⊕ [Hn(U,K1)⊗ T ∗0 ]
∪−→Hn(U × T0,K2). (3.9)
Lemme 3.2. Soit T0 :=GNm et U une variété lisse intègre. Alors, pour tout n ∈N, on a une suite exacte canonique
(où ∪ est défini dans (3.9)) :
0→H0(U,K2)⊕ [H0(U,K1)⊗ T ∗0 ]
∪−→H0(U × T0,K2)→H0(U,K0)⊗∧2T ∗0 → 0.
et un isomorphisme Hn(U,K2)⊕ [Hn(U,K1)⊗ T ∗0 ]
∪−→Hn(U × T0,K2) pour n ≥ 1.
Démonstration. D’après (2.1), on a Hn(U,K0) = 0 pour n ≥ 1.
Notons KMi les groupes de K-théorie algébrique de Milnor. Par [Me03, §4], pour toute variété lisse X,
on a un complexe de Gersten :
0→⊕x∈X(0)KMj (k(x))→⊕x∈X(1)KMj−1(k(x))→ ·· · → ⊕x∈X(j)Z→ 0
et on note Ai(X,KMj ) les groupes de cohomologie de ce complexe. Donc A
i(X,KM0 ) = 0 pour i ≥ 1.
Soit f1, . . . , fN une base de T
∗
0 . Ainsi {fi1 , . . . , fiq }1≤i1<···<iq≤N est un élément de A0(T0,Kq). Le A∗(U,K∗)-
module A∗(U × T0,K∗) est libre avec une base consistant en les éléments {fi1 , . . . , fiq } pour q = 0,1, · · · ,N
et tout q-uplet 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iq ≤ N . Pour N = 1, ceci est [Me03, Proposition 5.5]. Le cas général en
découle par récurrence (cf. [Me03, Corollaire 5.6]).
Pour KM2 , on a
An(U × T0,KM2 )  An(U,KM2 )⊕ [⊕iAn(U,KM1 )∪ {fi}]⊕ [⊕i<jAn(U,KM0 )∪ {fi , fj}].
Alors le cup-produit induit une injection (l’analogue de (3.9))
An(U,KM2 )⊕ [An(U,KM1 )⊗ T ∗0 ]
∪1,1
↪→ An(U × T0,KM2 )
et coker(∪1,1)  ⊕i<jAn(U,KM0 )∪ {fi , fj}. Donc le morphisme (cf. [Me03, (5.8)]) :
An(U,KM0 )⊗∧2T ∗0 → coker(∪1,1) : a⊗ (fi ∧ fj )→ a∪ {fi , fj}
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est bien défini et c’est un isomorphisme. Ceci donne une suite exacte
0→ An(U,KM2 )⊕ [An(U,KM1 )⊗ T ∗0 ]
∪−→ An(U × T0,KM2 )→ An(U,KM0 )⊗∧2T ∗0 → 0.
Donc ∪ : An(U,KM2 )⊕ [An(U,KM1 )⊗ T ∗0 ]
∼→ An(U × T0,KM2 ) pour n ≥ 1.
Pour tout corps F et i = 0,1,2, on a KMi (F)
∼→ Ki(F) (voir D3 dans [Ro96, (1.12)]). D’après (2.1),
pour j = 0,1,2, on a donc un isomorphisme canonique Ai(X,KMj )
∼→ H i(X,Kj ). Ceci donne le résultat
annoncé.
Lemme 3.3. Les faisceaux Hi(Zf (2)) sont nuls pour i ≤ 1 et i = 3.
Démonstration. On suit la démonstration dans [Me16, pp. 10]
Puisque ZX(2) et ZY (2) sont supportés en degrés 1 et 2, on a Hi(Zf (2)) = 0 pour i < 0, Rif∗ZY (2) = 0
pour i ≤ 0, Rif∗ZY (2) Hi(Zf (2)) pour i ≥ 3 et H3(ZX(2)) = 0. Ainsi on a une suite exacte longue dans
la catégorie des faisceaux étales sur X :
0 // H0(Zf (2)) // H1(ZX(2)) s // R1f∗ZY (2) //
H1(Zf (2)) // H2(ZX(2)) s1 // R2f∗ZY (2) // H2(Zf (2)) // 0.
Les faisceaux H1(ZX(2)) et R1f∗ZY (2) sont les faisceaux étales associés aux préfaisceaux :
U 7−→H1(U,Z(2)) = K3,indk(U ) et U 7−→H1(f −1U,Z(2)) = K3,indk(f −1U ).
Localement pour la topologie étale, f −1U ∼→U ×GNm , et dans ce cas on a K3,indk(U )  K3,indk(f −1U ), car
K3,indk(U )  K3,indk(U ×GNm ) (cf. [EKLV, Lem. 6.2]). Donc s est un isomorphisme.
Les faisceaux H2(ZX(2)) et R2f∗ZY (2) sont les faisceaux étales associés aux préfaisceaux :
U 7−→H2(U,Z(2)) =H0(U,K2) et U 7−→H2(f −1U,Z(2)) =H0(f −1U,K2).
Localement pour la topologie étale, f −1U ∼→U×GNm , et dans ce cas le morphisme canonique H0(U,K2)→
H0(f −1U,K2) est injectif puisque que f −1U →U admet alors une section. Donc s1 est injectif.
On a donc établi Hi(Zf (2)) = 0 pour i ≤ 1.
Le faisceau R3f∗ZY (2) est le faisceau étale associé au préfaisceau :
U 7−→H3(f −1U,Z(2)) =H1(f −1U,K2).
Localement pour la topologie étale, f −1U ∼→U ×GNm . Notons T0 :=GNm . Dans ce cas, par le lemme 3.2, on
a un isomorphisme :
H1(U,K2)⊕ [H1(U,K1)⊗ T ∗0 ]→H1(f −1U,K2).
Puisque K∗ est un faisceau de Zariski, le faisceau associé à {U 7−→ H1(U,K∗)} est 0 et donc le faisceau
associé à {U 7−→H1(f −1U,K2)} est 0. Ainsi R3f∗ZY (2) est 0, et H3(Zf (2)) = 0.
Notons Zf (⊗) le cône du morphisme ZX(1)⊗LZX(1)→ R≤2f∗ZY (1)⊗L R≤2f∗ZY (1). Soit θ la com-
position des morphismes
R≤2f∗ZY (1)⊗L R≤2f∗ZY (1)→ Rf∗ZY (1)⊗L Rf∗ZY (1) θ1−→
Rf∗(ZY (1)⊗L f ∗Rf∗ZY (1)) θ2−→ Rf∗(ZY (1)⊗LZY (1))→ Rf∗ZY (2).
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où θ1 est le morphisme canonique induit par ⊗L (cf. [F, p. 306]) et θ2 est induit par le morphisme
d’adjonction f ∗Rf∗ZY (1)→ZY (1). Le morphisme θ induit un diagramme commutatif de triangles :
ZX(1)⊗LZX(1) //
=

ZX(1)⊗L R≤2f∗ZY (1)id×d(1) //
f #(1)×id

ZX(1)⊗LZ≤2f (1) //
∃ h1

(1)
ZX(1)⊗LZX(1)[1]

ZX(1)⊗LZX(1) //
∪

R≤2f∗ZY (1)⊗L R≤2f∗ZY (1) //
θ

Zf (⊗) //
∃ h⊗

(2)
ZX(1)⊗LZX(1)[1]
∪[1]

ZX(2) // Rf∗ZY (2)
d(2) // Zf (2) // ZX(2)[1],
(3.10)
où h1 et h⊗ sont donnés par les axiomes des catégories triangulées. Le morphisme h⊗ ◦ h1 induit un
morphisme
h1,1 : Gm,X ⊗ T ∗
(3.7)
 H2(ZX(1)⊗LZ≤2f (1))→H2(Zf (2)).
Par le Lemme 3.2, il y a une composition de morphismes de groupes
H0(Y × T ,K2)→H0((Y × T )k¯ ,K2)Γk → (H0(Yk¯ ,K0)⊗∧2T ∗)Γk  (∧2T ∗)Γk ∼→ (∧2T ∗)(X),
où (∧2T ∗)(X) est le groupe de sections du faisceau (∧2T ∗) sur X. Définissons :
h′0,2(X) :H0(Y ,K2)
ρ∗−→H0(Y × T ,K2)→ (∧2T ∗)(Y )  (∧2T ∗)(X),
où ρ : Y × T → Y : (y, t) 7→ t · y est l’action. Ceci induit un morphisme de faisceaux :
h′0,2 : R2f∗ZY (2)→∧2T ∗.
Lemme 3.4. Supposons que T GNm et Y → X est un T -torseur trivial. Alors le complexe
0→H2(ZX(2))⊕ (Gm,X ⊗ T ∗)
(f #(2),h1,1)−−−−−−−−−→ R2f∗ZY (2)
h′0,2−−→∧2T ∗→ 0
est exactement la suite exacte de faisceaux étales associé à la suite exacte de préfaisceaux qui envoie U ∈ Sch/X à
la suite dans le Lemme 3.2.
Démonstration. Dans le diagramme (3.10), la section (3.8) induit une section de id × d(1) :
s : ZX(1)⊗LZf (1)→ZX(1)⊗L R≤2f∗ZY (1).
Donc h1,1 est la composition d(2) ◦ θ ◦ (f #(1) × id) ◦ s. D’après (2.4), θ est induit par le cup-produit
de groupes de K-théorie H0(U × T ,K1) ⊗H0(U × T ,K1)→ H0(U × T ,K2) pour tout U sur X, et donc
(f #(2),h1,1) est le morphisme induit par (3.9) pour tout U sur X.
Pour tout U ∈ Sch/X, soit φU : H0(U × T ,K2)→∧2T ∗ le morphisme dans le Lemme 3.2. Ceci induit
un diagramme avec le carré (5) commutatif
H0(X × T ,K2) (idX×m)
∗
//
φX

(4)
H0(X × T × T ,K2) (idX×eT ×idT )
∗
//
φY ◦(τ×idT )∗

(5)
H0(X × T )
φX

∧2T ∗ = // ∧2T ∗ = // ∧2T ∗,
où m : T ×T → T la multiplication et τ : Y  X×T une trivialisation. Puisque (idX ×m)◦ (idX ×eT × idT ) =
idX×T , le carré (4) est aussi commutatif. Donc h′0,2(X) = φX , et h′0,2 est le morphisme associé à φU pour
tout U ∈ Sch/X.
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D’après le Lemme 3.4, la composition H2(ZX(2)) → R2f∗ZY (2)
h′0,2−−→ ∧2T ∗ est nulle et il existe un
morphisme
h0,2 :H2(Zf (2))→∧2T ∗.
Nous pouvons maintenant établir :
Proposition 3.5. On a τ≤3Zf (2) H2(Zf (2))[−2] et une suite exacte de faisceaux étales sur X :
0 // Gm,X ⊗ T ∗
h1,1 // H2(Zf (2))
h0,2 // ∧2T ∗ // 0. (3.11)
Démonstration. D’après le Lemme 3.3, il suffit de montrer que localement pour la topologie étale la suite est
exacte. Localement pour la topologie étale, Y
∼→ X ×GNm , et le résultat découle donc du Lemme 3.4.
Explicitons ce que donne la cohomologie de cette suite exacte de faisceaux.
Théorème 3.6. Soient X une k-variété lisse géométriquement connexe, T un k-tore et f : Y → X un T -torseur.
Alors on a deux suites exactes longues de Γk-modules :
0→ k¯[X]× ⊗ T ∗→H2(Xk¯ ,Zf (2))→∧2T ∗ h−→ Pic(Xk¯)⊗ T ∗→H3(Xk¯ ,Zf (2))→ 0
et
0 // H0(Xk¯ ,K2) // H0(Yk¯ ,K2) //H2(Xk¯ ,Zf (2)) // H1(Xk¯ ,K2)
// H1(Yk¯ ,K2) //H3(Xk¯ ,Zf (2)) //H4(Xk¯ ,ZX(2)) //H4(Yk¯ ,ZY (2)),
où :
(1) le morphisme h est donné par : a∧ b 7→ a⊗∂(b)− b⊗∂(a) avec ∂ : T ∗→ Pic(Xk¯) le morphisme associé
au torseur Y → X sous le tore T (induit par (3.5)) ;
(2) la composition de morphismes
Pic(Xk¯)⊗ T ∗→H3(Xk¯ ,Zf (2))→H4(Xk¯ ,ZX(2)),
est induite par l’intersection :
Pic(Xk¯)⊗ T ∗ id×∂−−−−→ Pic(Xk¯)×Pic(Xk¯)→ CH2(Xk¯)→H4(Xk¯ ,ZX(2)).
Démonstration. Sur k¯, on a T ∗ ZN , donc
H1(Xk¯ ,∧2T ∗) = 0 et H i(Xk¯ ,Gm,X ⊗ T ∗) H i(Xk¯ ,Gm,X)⊗ T ∗
(le premier énoncé utilisant la lissité deX). D’après la Proposition 3.5,Hi(Xk¯ ,Zf (2))  H
i−2(Xk¯ ,H2(Zf (2)))
pour chaque i ≤ 3. En appliquant H i(Xk¯ ,−) aux suites exactes (3.2) et (3.11), on déduit les deux suites
exactes longues.
La composition dans l’énoncé (2) est induite par ZX(1)⊗LZ≤2f (1)→ Zf (2)→ ZX(2)[1]. D’après les
carrés (1), (2) dans le diagramme (3.10) et (2.5), on a un diagramme commutatif :
Pic(Xk¯)⊗ T ∗ id×∂ //

H2(Xk¯ ,ZX(1))⊗H2(Xk¯ ,ZX(1))

(3)
Pic(Xk¯)⊗Pic(Xk¯)
∪

oo
H3(Xk¯ ,Zf (2)) // H
4(Xk¯ ,ZX(2)) CH
2(Xk¯),?
_
(2.3)
oo
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où ∪ est l’intersection. L’énoncé (2) en découle.
Établissons l’énoncé (1). On a un diagramme commutatif de triangles :
ZX(1)⊗LZX(1) //

ZX(1)⊗L R≤2f∗ZY (1) //

ZX(1)⊗LZ≤2f (1) +1 //

R≤2f∗ZY (1)⊗LZ≤2X (1) //

R≤2f∗ZY (1)⊗L R≤2f∗ZY (1) //

R≤2f∗ZY (1)⊗LZ≤2f (1) +1 //

Z≤2f (1)⊗LZX(1) //
+1

Z≤2f (1)⊗L R≤2f∗ZY (1) //
+1

Z≤2f (1)⊗LZ≤2f (1) +1 //
+1
 .
Par la définition de Zf (⊗) et la démonstration de [BBD, Prop. 1.1.11] appliqué au diagramme ci-dessus, on
a les triangles ([BBD, pp. 25, Diagramme (1) et (2)]) :
ZX(1)⊗LZ≤2f (1)
h1−→Zf (⊗)→Z≤2f (1)⊗L R≤2f∗ZY (1)
+1−−→,
Z≤2f (1)⊗LZX(1)
h2−→Zf (⊗)→ R≤2f∗ZY (1)⊗LZ≤2f (1)
+1−−→
et donc on a un diagramme commutatif de triangles (le lemme 3.7 ci-dessous) :
[ZX(1)⊗LZ≤2f (1)]⊕ [Z≤2f (1)⊗LZX(1)]
h1+h2 //
pr1

Zf (⊗) //

Z≤2f (1)⊗LZ≤2f (1) +1 //

ZX(1)⊗LZ≤2f (1) // R≤2f∗ZY (1)⊗LZ≤2f (1) // Z≤2f (1)⊗LZ≤2f (1) +1 // .
(3.12)
Notons Z(∧) le cône de ZX(1) ⊗L Z≤2f (1)
h⊗◦h1−−−−→ Zf (2), où Zf (⊗)
h⊗−→ Zf (2) est le morphisme du
diagramme (3.10). Par les Propositions 3.1 et 3.5, on a τ≤3Z(∧)  ∧2T ∗[−2].
Notons τ :Z≤2f (1)⊗LZX(1)→ZX(1)⊗LZ≤2f (1) l’isomorphisme canonique. Puisque le produit Z(1)⊗L
Z(1)→Z(2) est symétrique, on a h⊗ ◦ h1 ◦ τ = h⊗ ◦ h2 et un diagramme commutatif de triangles :
[ZX(1)⊗LZ≤2f (1)]⊕ [Z≤2f (1)⊗LZX(1)]
h1+h2 //
id+τ

Zf (⊗) //
h⊗

Z≤2f (1)⊗LZ≤2f (1) +1 //
h∪

ZX(1)⊗LZ≤2f (1)
h⊗◦h1 // Zf (2) // Z(∧) +1 // ,
(3.13)
et l’homomorphisme h est induit par le deuxième triangle. Puisque [Z≤2f (1)⊗L Z≤2f (1)]  (T ∗ ⊗ T ∗)[−2],
le morphisme h∪ induit un morphisme de faisceaux k¯-constants : T ∗ ⊗ T ∗
h′∪−→ ∧2T ∗. On peut calculer h′∪
en se ramenant au cas Y
∼→ X × T , et dans ce cas, h′∪ est exactement le cup-produit a ⊗ b → a∧ b. En
général, h′∪ est donc le cup-produit. Appliquons H2(−) au diagrammes (3.12) et (3.13), on a un diagramme
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commutatif à lignes exactes
0 // Gm,X ⊗ T ∗ // R1f∗ZY (1)⊗ T ∗ // T ∗ ⊗ T ∗ // 0
0 // (Gm,X ⊗ T ∗)⊕ (T ∗ ⊗Gm,X)
pr1
OO
//
id+τ1

H2(Zf (⊗)) //

OO
T ∗ ⊗ T ∗
cup−produit

//
=
OO
0
0 // Gm,X ⊗ T ∗ // H2(Zf (2)) // ∧2T ∗ // 0
où la première ligne est (3.5)⊗T ∗, la troisième ligne est la suite exacte (3.11) et τ1 l’homomorphisme induit
par τ en degré 1, i.e.
τ1 : T
∗ ⊗Gm,X →Gm,X ⊗ T ∗ : t ⊗ x 7→ −x⊗ t.
Appliquons H i(Xk¯ ,−) au diagramme ci-dessus, on a un diagramme commutatif :
T ∗ ⊗ T ∗
∂×idT ∗

T ∗ ⊗ T ∗ cup−produit //=oo
∂⊗

∧2T ∗
h

Pic(Xk¯)⊗ T ∗ Pic(Xk¯)⊗ T ∗ ⊕ T ∗ ⊗Pic(Xk¯)
id+τ1 //pr1oo Pic(Xk¯)⊗ T ∗.
Donc pr1(∂⊗(a⊗ b)) = ∂(a)⊗ b. Par le même argument, pr1(∂⊗(a⊗ b)) = a⊗∂(b). Ainsi on a : ∂⊗(a⊗ b) =
(∂(a)⊗ b,a⊗∂(b)) et h(a∧ b) = a⊗∂(b)− b⊗∂(a).
Lemme 3.7. Soient D une catégorie triangulée et Ai hi−→ B
gi−→ Ci +1−−→ deux triangles pour i = 1,2. Alors on a un
diagramme commutatif de triangles :
A1 ⊕A2 h1+h2 //
pr2

B //
g1

D +1 //
=

A2
g1◦h2 // C1 // D
+1 //
où D est le cône de (g1 ◦ h2).
Démonstration. Puisque Cone(pr2)  A1[1]  Cone(g1), d’après [KS, Exer. 10.6], on a un diagramme com-
mutatif de triangles :
A1
= //

A1 //

0 +1 //

A1 ⊕A2 h1+h2 //
pr2

B //
g1

Cone(h1 + h2)
+1 //

A2
g1◦h2 //
+1

C1 //
+1

D +1 //
+1
 .
Donc Cone(h1 + h2)  Cone(g1 ◦ h2) D, d’où le résultat.
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4. Cohomologie motivique à coefficients Z(2) des torseurs universels sur
une surface géométriquement rationnelle
Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X une surface projective lisse géométriquement rationnelle
sur k, et g : T → X un torseur universel de X. Le résultat principal de cette section est le Théorème 4.7.
Lemme 4.1. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une k-variété projective, lisse, rationnelle, connexe.
Soit T → X un torseur universel sous le tore T . Soit T c une T -variété torique, projective, lisse. Soit T c = T ×T T c.
Soit Z une T -orbite de codimension l dans T c. Notons Z := Z ×T T ⊂ T c. Alors Z est lisse, k[Z]× = k×,
Pic(Z) Zl , Br(Z) = 0, H1(Z,Z/n) = 0, H2nr(Z,Q/Z(1)) = 0 et H2(Z,Z/n(1))  (Z/n)l .
Démonstration. Notons l′ := dim(T )− l. Puisque Z est une T -orbite de codimension l, par le Théorème 2.2,
il y a une sous-variété torique affine U ⊂ T c telle que U Al×Gl′m comme variété torique et Z ⊂U . Alors il
y a un homomorphisme Glm→ T tel que Z ∼→ T /Glm. Notons φ : T → T /Glm  Z . Alors Z := (T /Glm)×T T .
Par la construction géométrique de H1(X,T )
φ∗−→ H1(X,T /Glm), le morphisme Z → X est un torseur sous
T /Glm et [Z] = φ∗([T ]). Ainsi Z est lisse. Par [CTS87, §2.1] (ou [S, Prop. 6.10]), on a un diagramme
commutatif à lignes exactes :
0 // k[X]×/k× //
=

k[Z]×/k× //

(T /Glm)
∗
 _

// Pic(X) //
=

Pic(Z) //

0
0 // k[X]×/k× // k[T ]×/k× // T ∗  // Pic(X) // Pic(T ) // 0.
Puisque Pic(T ) = 0 (Théorème 2.8), on a k[Z]× = k× et Pic(Z) Zl . Par [HS, Théorème 1.6] et le fait que
X est rationnelle, on a Br(Z) = 0. Ainsi H2nr(Z,Q/Z(1)) = 0. Le reste du résultat se déduit de la suite de
Kummer.
Lemme 4.2. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une k-variété projective, lisse, rationnelle et
T → X un torseur universel. Le morphisme naturel H1(X,K2)→H1(T ,K2) est nul.
Démonstration. On a un diagramme commutatif :
Pic(X)⊗ k× θ //

H1(X,K2)

0 = Pic(T )⊗ k× // H1(T ,K2).
D’après [Pir, Prop. 2.6], le morphisme θ est un isomorphisme. On a Pic(T ) = 0 par le Théorème 2.8. Donc
H1(X,K2)→H1(T ,K2) est nul.
Théorème 4.3. Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement intègre et géométriquement rationnelle.
Soit g : T → X un torseur universel de X. Alors on a H3nr(Tk¯ ,Q/Z(2)) = 0 et une suite exacte naturelle de
Γk-modules :
0→H1(Tk¯ ,K2)→ Sym2Pic(Xk¯) ∪−→ CH2(Xk¯)→ CH2(Tk¯)→ 0, (4.1)
où ∪ est induit par le produit d’intersection Pic(Xk¯)×Pic(Xk¯)→ CH2(Xk¯).
Démonstration. Soient T c une T -variété torique, projective, lisse et T c := T ×T T c. Puisque Xk¯ est ration-
nelle, H3nr(Xk¯ ,Q/Z(2)) = 0 et Tk¯ est rationnelle. Ainsi H3nr(T ck¯ ,Q/Z) = 0.
Par la résolution de Gersten, on a une suite exacte :
0→H3nr(T ck¯ ,Q/Z(2))→H3nr(Tk¯ ,Q/Z(2))→ ker(ψ)
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où
ψ : ⊕x∈(T c
k¯
\Tk¯)(0)H
2(k¯(x),Q/Z(1))→⊕x∈(T c
k¯
\Tk¯)(1)H
1(k¯(x),Q/Z).
Soit S1 l’ensemble des Tk¯-orbites de codimension 1 de T
c
k¯
. Pour Z ∈ S1, notons Z := Z ×T T ⊂ T c. Alors
S1  (T ck¯ \ Tk¯)(0) et
ker(ψ) ⊂ ⊕Z∈S1H2nr(Z,Q/Z(1)) ⊂ ⊕x∈(T ck¯ \Tk¯)(0)H
2(k¯(x),Q/Z(1)).
D’après le Lemme 4.1, ker(ψ) = 0, et donc H3nr(Tk¯ ,Q/Z(2)) = 0.
D’après le Théorème 3.6,
H3(Xk¯ ,Zg(2))  T
∗ ⊗ T ∗/ ∧2 T ∗  Sym2T ∗  Sym2Pic(Xk¯).
Par le Théorème 2.1, CH2(Xk¯) H
4(Xk¯ ,Z(2)) et CH
2(Tk¯) H4(Tk¯ ,Z(2)). Pour tout x ∈ Xk¯ , la fibre
Tk¯,x Gdim(T )m,k(x) et donc CHi(Tk¯,x) = 0 pour tout i ≥ 1. D’après [Ro96, Cor. 8.2], le morphisme de restriction
CH2(Xk¯)→ CH2(Tk¯) est surjectif. On conclut alors avec le Lemme 4.2 et le Théorème 3.6.
Corollaire 4.4. Sous les hypothèses du Théorème 4.3, soient U ⊂ X un ouvert et TU := T ×X U . Supposons que
codim(X \U,X) ≥ 2 et H1(Xk¯ ,K2)  H1(Uk¯ ,K2). Alors on a H3nr(TU,k¯ ,Q/Z(2)) = 0 et une suite exacte
naturelle de Γk-modules :
0→H1(TU,k¯ ,K2)→ Sym2Pic(Uk¯)→ CH2(Uk¯)→ CH2(TU,k¯)→ 0.
Démonstration. Puisque la cohomologie non ramifiée ne dépend pas des sous-ensembles de codimension
≥ 2, on a H3nr(TU,k¯ ,Q/Z(2)) = 0 et H3nr(Uk¯ ,Q/Z(2)) = 0. Par le Théorème 2.1, CH2(Uk¯) H4(Uk¯ ,Z(2)) et
CH2(TU,k¯) H4(TU,k¯ ,Z(2)). D’après le Théorème 3.6, on a un diagramme commutatif de suites exactes :
H1(Xk¯ ,K2) 0 //


H1(Tk¯ ,K2) //

Sym2Pic(Xk¯) //


CH2(Xk¯) //

CH2(Tk¯) //

0
H1(Uk¯ ,K2) // H1(TU,k¯ ,K2) // Sym2Pic(Uk¯) // CH2(Uk¯) // CH2(TU,k¯) .
Le résultat en découle.
Proposition 4.5. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une k-surface projective lisse rationnelle et
T un torseur universel sur X. Alors CH2(T ) = 0.
Démonstration. On a un diagramme commutatif :
Pic(X)×Pic(X)

// Pic(T )×Pic(T )

CH2(X) // CH2(T ).
D’après le Théorème 4.3, le morphisme CH2(X) → CH2(T ) est surjectif. Donc le morphisme Pic(T ) ×
Pic(T )→ CH2(T ) est surjectif. Puisque Pic(T ) = 0, on a CH2(T ) = 0.
Une conséquence immédiate du Théorème 4.3 et de la Proposition 4.5 est :
Corollaire 4.6. Soient X une k-surface projective lisse géométriquement rationnelle et T un torseur universel sur
X. On a alors une suite exacte naturelle de réseaux galoisiens
0→H1(Tk¯ ,K2)→ Sym2Pic(Xk¯) ∪−→Z→ 0.
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Théorème 4.7. Soient X une k-surface projective lisse géométriquement rationnelle et T un torseur universel sur
X. Alors
(1) Les groupesH4(T ,Z(2))/H4(k,Z(2)), H3nr(T ,Q/Z(2))H3(k,Q/Z(2)) et CH2(T ) sont finis ;
(2) On a des suites exactes
0→H4(T ,Z(2))/H4(k,Z(2))→H1(k,H1(Tk¯ ,K2))→ Ker(H5(k,Z(2))→H5(T ,Z(2)))
et
(Sym2Pic(Xk¯))
Γk
∪−→Z  CH2(Xk¯)→H1(k,H1(Tk¯ ,K2))→H1(k,Sym2Pic(Xk¯))→ 0;
(3) Si H1(k,Sym2Pic(Xk¯)) = 0 et X(k) , ∅, alors H
3
nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) = 0.
Démonstration. Par la Proposition 4.5 et le Théorème 4.3, CH2(Tk¯) = 0, H4(Tk¯ ,Z(2)) = 0 et H1(Tk¯ ,K2)
est de type fini sans torsion. Ainsi H1(k,H1(Tk¯ ,K2)) est fini. Par [CT15, §2.2] et le fait que H0(Tk¯ ,K2) est
uniquement divisible (Corollaire 2.9), on a une suite exacte :
H4(k,Z(2))→H4(T ,Z(2))→H1(k,H1(Tk¯ ,K2))→ Ker(H5(k,Z(2))→H5(T ,Z(2))). (4.2)
La première suite exacte de (2) en découle. Par la suite exacte (2.3), les groupes H
3
nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) et CH
2(T )
sont finis.
Puisque H4(Xk¯ ,Z(2))  CH
2(Xk¯)  Z, on a H
1(k,H4(Xk¯ ,Z(2))) = 0. Une application du Corollaire
4.6 donne la deuxière suite exacte de (2).
Soit F ⊂ T un sous-ensemble fermé de codimension ≥ 2. Alors CH2((T \F)k¯) = 0,
H3nr((T \F)k¯ ,Q/Z(2)) H3nr(Tk¯ ,Q/Z(2)) = 0 et donc H4((T \F)k¯ ,Z(2)) = 0.
Par la résolution de Gersten (2.1), on a un isomorphisme entre H0(Tk¯ ,K2) et H0((T \ F)k¯ ,K2) et donc
H0((T \ F)k¯ ,K2) est uniquement divisible. D’après [CT15, §2.2], la suite exacte (4.2) vaut aussi pour T \ F.
Donc on a un morphisme naturel injectif :
H4(T \F,Z(2))/H4(k,Z(2)) ↪→H1(k,H1((T \F)k¯ ,K2)), (4.3)
qui est un isomorphisme si (T \F)(k) , ∅.
Sous les hypothèses de (3), soient x ∈ X(k), U := X \ {x} et TU := T ×X U . Alors codim(T \TU ,T ) ≥ 2.
Par la résolution de Gersten (2.1), on a une suite exacte :
0→H1(Xk¯ ,K2)→H1(Uk¯ ,K2)→Z · x
φ−→ CH2(Xk¯)→ CH2(Uk¯)→ 0.
Puisque φ est un isomorphisme, on a H1(Xk¯ ,K2)  H1(Uk¯ ,K2) et CH2(Uk¯) = 0. D’après le Corol-
laire 4.4, H1(TU,k¯ ,K2)  Sym2Pic(Xk¯). Par hypothèses, H1(k,H1(TU,k¯ ,K2)) = 0. D’après (4.3), le groupe
H4(TU ,Z(2))/ H4(k,Z(2)) est trivial. Une application du fait H3nr(T ,Q/Z(2))  H3nr(TU ,Q/Z(2)) donne
(3).
Remarque 4.8. Dans le Théorème 4.7, le critère H1(k,Sym2Pic(Xk¯)) = 0 n’est pas birationnellement in-
variant. En fait, soit X une surface projective lisse géométriquement rationnelle avec X(k) , ∅ et X ′ un
éclatement de X en un k-point. Supposons H1(k,Pic(Xk¯)) , 0 (cf. [Ma, §31] pour des exemples). Alors
Pic(X ′¯
k
)
∼→ Pic(Xk¯)⊕Z et
H1(k,Sym2Pic(X ′¯
k
)) H1(k,Sym2Pic(Xk¯)⊕Pic(Xk¯)⊕Z).
Alors, même si H1(k,Sym2Pic(Xk¯)) = 0, on a H
1(k,Sym2Pic(X ′¯
k
)) , 0.
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Corollaire 4.9. Sous les hypothèses du Théorème 4.7, le morphisme canoniqueH3(T ,Q/Z(2))→ H3nr(T ,Q/Z(2))
est surjectif.
Démonstration. Par [CT91, Suite 3.10], on a une suite exacte :
0→NH3(T ,Q/Z(2))→H3(T ,Q/Z(2))→H3nr(T ,Q/Z(2))→ CH2(T )⊗Q/Z.
Par le Théorème 4.7, CH2(T ) est fini, et donc CH2(T )⊗Q/Z = 0. Donc le morphisme H3(T ,Q/Z(2))→
H3nr(T ,Q/Z(2)) est surjectif.
5. Surfaces de Châtelet généralisées
Dans cette section, X est une surface de Châtelet généralisée, c’est-à-dire un fibré en coniques sur P1k
possédant une section sur une extension quadratique k′ de k. Soient T un torseur universel de X et T c une
compactification lisse de T . Alors Xk′ est k′-rationnel et, par le corollaire 2.10, H
3
nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) est annulé
par 2.
Le résultat principal de ce paragraphe est :
Théorème 5.1. Soient X une variété lisse projective, P (t) est un polynôme séparable et supposons que X contienne
un ouvert de la forme Spec k[y,z, t]/(y2 − az2 = P (t)). Soient T un torseur universel de X et T c une compacti-
fication lisse de T . Supposons que X(k) , ∅. Alors H3nr(T c ,Q/Z(2))H3(k,Q/Z(2)) = 0.
Dans ce théorème, P (t) est un polynôme séparable de degré quelconque (dans la définition des surfaces
de Châtelet généralisées dans [CT87], P (t) est de degré 3 ou 4).
Démonstration. Si X et X1 sont birationnellement équivalents, alors X1(k) , ∅ et il existe un torseur uni-
versel T c1 de X1 tel que T c et T c1 soient stablement birationnellement équivalents par [CTS87, Prop. 2.9.2].
Donc on a H3nr(T c,Q/Z(2)) ∼→ H3nr(T c1 ,Q/Z(2)). C’est-à-dire que l’on peut remplacer X par X1. Ainsi,
comme dans [Sko, p. 135], on peut supposer que X est une variété qui vérifie les conditions de la Propo-
sition 5.2 ci-dessous. Par la Proposition 5.2, on a H1(k,Sym2Pic(Xk¯)) = 0. D’après le Théorème 4.7, on a
H3nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) = 0.
Proposition 5.2. Soient P (t) ∈ k[t] un polynôme séparable de degré pair, (Pi(t))i∈I ses facteurs irréductibles, et
a ∈ k un élément tel que a n’est un carré de k[t]/Pi(t) pour aucun i ∈ I (i.e. chaque Pi(t) est irréductible dans
k(
√
a)[t]). Soit X1 (resp. X2) une sous-variété fermée de P2 × (P1 \∞) (resp. de P2 × (P1 \0)) avec les coordonnées
(y : z : u; t) (resp. (y′ : z′ : u′; t′)) donnée par y2 − az2 − P (t)u2 = 0 (resp. (y′)2 − a(z′)2 − P ((t′)−1)(u′)2 = 0).
On recolle X1 et X2 sur P1 \ (0∪∞) par t = (t′)−1, y = y′ , z = z′ et u = (t′)n/2u′ , et on la note par X. Notons
T ∗ := Pic(Xk¯). Alors on a H1(k,Sym2T ∗) = 0.
Notons k′ := k(
√
a). Soient σ ∈ Gal(k′/k) l’élément non-trivial, (Pi(t))i∈I les facteurs irréductibles de
P (t), et (eji )ji∈Ji les racines de Pi(t) dans k¯. Soient Oi,i′ l’ensemble des Γk′ -orbites de Ji × Ji′ si i , i′ , et Oi,i
l’ensemble des Γk′ -orbites de Ji ×Ji/ ∼, où ∼ est donné par (ji , j ′i ) ∼ (j ′i , ji). Soit ∆i l’orbite diagonale de Oi,i .
Pour une orbite S , on note |S | le nombre des éléments de S . L’action de Γk sur Ji et Ji′ induit une action de
σ sur Oi,i′ . Ainsi σ (∆i) = ∆i .
Lemme 5.3. Si |Ji0 | est impair, alors il existe au moins une orbite S ∈Oi0,i pour chaque i , i0, telle que σ (S) = S .
Démonstration. Puisque l’action de Γk′ sur Ji est transitive, pour chaque orbite S ∈Oi0,i , |S | est divisible par|Ji |. Donc si S , σ (S), |S∪σ (S)| est divisible par 2 · |Ji |. Puisque |Ji0 × Ji | = |Ji0 | · |Ji | et |Ji0 | est impair, il existe
au moins une orbite S ∈Oi0,i telle que σ (S) = S .
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Lemme 5.4. Pour chaque i et chaque orbite S ∈ Oi,i , on a 2 · |S | est divisible par |Ji |. De plus, si |Ji | est pair,
alors il existe au moins une orbite S ∈Oi,i , telle que σ (S) = S et |S | = s · |Ji |/2, où s est un entier impair.
Démonstration. Soit (ji , j ′i ) un élément de l’orbite S ∈ Oi,i . Pour l’action de Γk′ , soit Stj (resp. Stj,j ′ ) le
stabilisateur de ji (resp. de (ji , j ′i )). Ainsi s’il y a g ∈ Γk′ tel que g(ji) = j ′i et g(j ′i ) = ji , alors
Stj,j ′ = (Stj ∩ (g ·Stj ·g−1))∪ ((g ·Stj )∩ (g · (g ·Stj ·g−1))) = (Stj ∩ (g ·Stj ·g−1))∪ (g · (Stj ∩ (g ·Stj ·g−1)));
sinon, Stj,j ′ est un sous-groupe de Stj . Ainsi 2 · [Γk′ : Stj,j ′ ] est divisible par [Γk′ : Stj ], et donc 2 · |S | est
divisible par |Ji |.
Supposons que |Ji | est pair. On a |Ji × Ji/ ∼ | = |Ji ||Ji − 1|/2. D’après l’argument du Lemme 5.3, il existe
au moins une orbite S ∈Oi,i , telle que σ (S) = S et |S | = s · |Ji |/2, où s est un entier impair.
Démonstration de la Proposition 5.2. Soient F le diviseur de Xk¯ défini par t =∞, G le diviseur de Xk¯ défini
par (u,y−√az), G′ le diviseur de Xk¯ défini par (u,y+
√
az), Dji le diviseur de Xk¯ défini par (t−eji , y−
√
az)
et D ′ji le diviseur de Xk¯ défini par (t − eji , y +
√
az), pour chaque i ∈ I et chaque ji ∈ Ji . Pour chaque i ∈ I ,
on note Di :=
∑
ji∈Ji Dji et D
′
i :=
∑
ji∈Ji D
′
ji
. Pour chaque orbite S ∈Oi,i′ , on note
DS :=
∑
(ji ,ji′ )∈S
Dji ·Dji′ ∈ Sym2Pic(Xk¯) et D ′S :=
∑
(ji ,ji′ )∈S
D ′ji ·D ′ji′ ∈ Sym2Pic(Xk¯).
D’après la démonstration de [CTCS, Prop. 5.1] (cf. [CTSSD, Section 7] pour plus de détails dans le cas
où deg(P ) = 4), T ∗ = Pic(Xk¯) est engendré par (Dji )ji∈∪iJi , (D
′
ji
)ji∈∪iJi , F, G et G
′ , et les relations sont :
G′ −G = ΣiΣjiDji −
∑
i |Ji |
2 F et Dji +D
′
ji
= F pour chaque ji . Ainsi Pic(Xk¯) est un Z-module libre de base
(Dji )ji∈∪iJi , F et G, et l’action de Γk′ sur cette base est de permutation. Donc l’action de Γk′ sur Sym
2T ∗ est
aussi de permutation. Ainsi H1(k′ ,Sym2T ∗) = 0. Par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a :
H1(Gal(k′/k), (Sym2T ∗)Γk′ ) H1(k,Sym2T ∗).
Ainsi il suffit de montrer que H1(Gal(k′/k), (Sym2T ∗)Γk′ ) = 0.
L’idée de la démonstration de l’égalité H1(Gal(k′/k), (Sym2T ∗)Γk′ ) = 0 est de trouver une filtration
Gal(k′/k)-invariante de (Sym2T ∗)Γk′ telle que la cohomologie des quotients successifs est 0. En fait, on
trouve des sous-groupes Al ⊂ (Sym2T ∗)Γk′ , l = 1, . . . ,m, tels que (Sym2T ∗)Γk′ ∼→
⊕
lAl , le sous-groupe⊕l0
l=1Al ⊂ (Sym2T ∗)Γk′ soit Gal(k′/k)-invariant, et H1(k,A′l0) = 0 pour tous les l0 = 1, . . . ,m, où A′l0 :=⊕l0
l=1Al/
⊕l0−1
l=1 Al .
Puisque Pic(Xk¯) est un Z-module libre de base (Dji )ji∈∪iJi , F et G, le Z-module (Sym
2T ∗)Γk′ est libre
de base F ·F, F ·G, G ·G, (F ·Di)i∈I , (G ·Di)i∈I et (DS )S∈∪i,i′∈IOi,i′ .
D’après le Lemme 5.4, pour chaque i avec |Ji | pair, on choisit une orbite S0i ∈Oi,i telle que σ (S0i ) = S0i
et |S0i | = si · |Ji |/2, où si est un entier impair. S’il existe au moins un i0 tel que |Ji0 | est impair, on choisit une
orbite S1i ∈Oi0,i telle que σ (S1i ) = S1i pour chaque i , i0 avec |Ji | impair.
Dans la base de (Sym2T ∗)Γk′ , on peut remplacer DS1i par Di0 ·Di (si i0 existe), pour tous les i , i0 avec
|Ji | impair. On définit (Al)6l=1 :
A1 est le Z-module libre de base F ·F, (F ·Di)i∈I, |Ji | impair et (Di0 ·Di)i,i0, |Ji | impair (si i0 existe).
A2 est le Z-module libre de base (F ·Di)i∈I, |Ji | pair et (DS0i )i∈I, |Ji | pair .
A3 est le Z-module libre de base G ·F.
A4 est le Z-module libre de base (DS )S∈O0 , où
O0 :=
⋃
i,i′∈I
Oi,i′ \ {(∆i)i , (S0i )|Ji | pair , (S1i )i,i0, |Ji | impair}.
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A5 est le Z-module libre de base (G ·Di)i∈I et (D∆i )i∈I .
A6 est le Z-module libre de base G ·G.
On a (Sym2T ∗)Γk′ ∼→⊕6l=1Al . Puisque G′−G = ΣiΣjiDji−∑i |Ji |2 F, Dji+D ′ji = F, σ (S0i ) = S0i , σ (S1i ) = S1i ,
σ (∆i) = ∆i et O0 est σ -invariant, on a que
⊕l0
l=1Al ⊂ (Sym2T ∗)Γk′ est Gal(k′/k)-invariant pour chaque
l0 = 1, . . . ,6.
Pour tous les 1 ≤ l ≤ 6, notons A′l0 :=
⊕l0
l=1Al/
⊕l0−1
l=1 Al . Alors A
′
l0
est un Gal(k′/k)-module et
Al0 ↪→
l0⊕
l=1
Al → A′l0 (5.1)
est un isomorphisme de groupes abéliens.
Il suffit de montrer que H1(Gal(k′/k),A′l0) = 0 pour tous les 1 ≤ l ≤ 6.
Pour l0 = 1, si i0 n’existe pas, on a A1 =Z · (F ·F) et H1(Gal(k′/k),A1) = 0.
Supposons que i0 existe. Soit B1 le groupe abélien engendré librement par F · Di0 et F · D ′i0 . Ainsi
H1(Gal(k′/k),B1) = 0. Soit B′1 le sous-groupe de A1 engendré librement par |Ji0 |F ·F, F ·Di0 , |Ji0 |F ·Di pour
tous les i , i0 avec |Ji | impair et Di0 ·Di pour tous les i , i0 avec |Ji | impair. Ainsi |A1/B′1| = |Ji0 |M , où M
est le nombre de i ∈ I avec Ji impair. Donc |A1/B′1| est impair. Puisque F ·D ′i0 = |Ji0 |F ·F −F ·Di0 , B1 est un
sous-groupe de B′1.
Notons C1 := B′1/B1. Ainsi C1 est engendré librement par les classes de |Ji0 |F ·Di et de Di0 ·Di pour
tous les i , i0 avec |Ji | impair. On a
σ (Di0 ·Di) =D ′i0 ·D ′i = |Ji |F ·D ′i0 − |Ji0 |F ·Di +Di0 ·Di .
Ainsi C1 est engendré librement par Di0 ·Di et σ (Di0 ·Di) pour tous les i , i0 avec |Ji | impair. Donc C1 est
Gal(k′/k) invariant, et H1(Gal(k′/k),C1) = 0.
Puisque H1(Gal(k′/k),B1) = 0, on a B′1 est Gal(k′/k) invariant, et H1(Gal(k′/k),B′1) = 0. Donc A1/B′1
est Gal(k′/k) invariant, et H1(Gal(k′/k),A1/B′1) = 0, parce que |A1/B′1| est impair. Donc A1 est Gal(k′/k)
invariant, et H1(Gal(k′/k),A1) = 0.
Pour l0 = 2, soit B2 un Z-module libre de base (σ (DS0i ))i∈I, |Ji | pair et (DS0i )i∈I, |Ji | pair . On a
H1(Gal(k′/k),B2) = 0. On a
σ (DS0i )−DS0i =
∑
(ji ,ji′ )∈S0i
((F −Dji ) · (F −Dji′ )−Dji ·Dji′ ) = |S0i |2F ·F −
∑
(ji ,ji′ )∈S0i
(Dji +Dji′ ) ·F.
Puisque σ (DS0i )−DS0i est Γk′ -invariant,
∑
(ji ,ji′ )∈S0i (Dji +Dji′ ) est Γk′ -invariant et donc
σ (DS0i )−DS0i = |S0i |2F ·F − siF ·Di .
Alors Im(B2 ⊂ (A1 ⊕A2)→ A′2) est le sous-groupe engendré par l’élément (siF ·Di)i∈I, |Ji | pair et
(DS0i )i∈I, |Ji | pair . D’après (5.1), la composition B2 ⊂ (A1⊕A2)→ A′2 est injective, et |A′2/B2| =
∏
i∈I, |Ji | pair si .
Ainsi |A′2/B2| est impair, et donc H1(Gal(k′/k),A′2/B2) = 0. Ainsi H1(Gal(k′/k),A′2) = 0.
Pour l0 = 3, on a
σ (F ·G) = F ·G′ = F ·G+
∑
i
F ·Di −
∑
i |Ji |
2
F ·F.
Donc (σ (F ·G)−F ·G) ∈ A1⊕A2. Alors l’action de Gal(k′/k) sur A′3 est triviale, et donc H1(Gal(k′/k),A′3) =
0.
Soit (F ·E) ∈ (Sym2T ∗)Γk′ , où E ∈ T ∗. Alors E ∈ (T ∗)Γk′ . Ainsi E est une combinaison de G, F et (Di)i∈I ,
alors (F ·E) ∈ A1 ⊕A2 ⊕A3.
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Pour l0 = 4, on a (D ′ji ·D ′ji′ ) =Dji ·Dji′ +F ·(F−Dji −Dji′ ) et donc pour chaque orbite S , (σ (DS )−Dσ (S)) ∈
A1 ⊕A2 ⊕A3. Ainsi dans (⊕4l=1Al)/(⊕3l=1Al), on a σ (DS ) = Dσ (S). Donc l’action de Gal(k′/k) sur A′4 est
une permutation, et H1(Gal(k′/k),A′4) = 0.
Pour l0 = 5, en utilisant G′ −G = ΣiΣjiDji −
∑
i |Ji |
2 F, on trouve
(G′ ·Di −D∆i −G ·Di) ∈ A1 ⊕A2 ⊕A4.
Ainsi A′5 est engendré librement par G′ ·Di et G ·Di pour tous les i ∈ I . On a
σ (G′ ·Di) = G ·D ′i = −G ·Di + |Ji |G ·F.
Donc dans A′5, on a σ (G′ ·Di) = −G ·Di . Donc H1(Gal(k′/k),A′5) = 0.
Pour l0 = 6, en utilisant G′ −G = ΣiΣjiDji −
∑
i |Ji |
2 F, on a
(σ (G ·G)−G ·G) ∈
5⊕
l=1
Al .
Donc dans A′6, σ (G ·G) = G ·G, et H1(Gal(k′/k),A′6) = 0.
6. Surfaces de del Pezzo
Dans cette section, soient X une surface de del Pezzo sur k et T un torseur universel de X. On cherche
à conrôler l’exposant de torsion du quotient H
3
nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) .
Une surface projective, lisse, géométriquement connexe X est appelée surface de del Pezzo si le faisceau
anticanonique −KX est ample. Le degré d’une telle surface X est deg(X) := (KX ,KX). Par [Koll96, Exercise
3.9], X est alors géométriquement rationnelle, on a 1 ≤ deg(X) ≤ 9 et P ic(Xk¯) ∼→Z10−deg(X).
Soit X une surface de del Pezzo de degré d ≤ 6. Soit r = 9 − d. Rappelons des résultats dans [Ma,
Chapter 4]. On sait ([Ma, Prop. 25.1]) qu’il existe une base (li)
r
i=0 de Pic(Xk¯) telle que
(l0, l0) = 1, (li , li) = −1 si i , 0, (li , lj ) = 0 si i , j et ω = −3l0 +
r∑
i=1
li , (6.1)
où ω := [KX] ∈ Pic(Xk¯). Soit Sr le groupe symétrique d’indice r . L’action de Sr sur {li}ri=0, qui préserve l0
et permute (li)
r
i=1, induit une action de permutation de Sr sur Pic(Xk¯). Pour r = 3,4,5,6,7,8, soient Rr le
système de racines de type A1 ×A2,A4,D5,E6,E7,E8 respectivement. Par [Ma, Thm. 23.9], on a :
(1) le groupe de Weyl W (Rr ) agit sur Pic(Xk¯) et cette action préserve ω et l’intersection ;
(2) l’action de Γk sur Pic(Xk¯), qui préserve ω et l’intersection, se factorise par le groupe de WeylW (Rr ) ;
(3) l’action de Sr sur Pic(Xk¯) ci-dessus, qui préserve ω et l’intersection aussi, induit une inclusion
canonique Sr ⊂W (Rr ) ne dépendant que du choix de la base (li)ri=0.
Proposition 6.1. Soient X une surface de del Pezzo de degré ≥ 5 et T un torseur universel de X.
Alors H
3
nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) = 0.
Démonstration. Par un résultat classique (cf. [Cao, Lem. 3.2]), le Γk-module Pic(Xk¯) est stablemement de
permutation. D’après (1.2), on a H1(k,Sym2Pic(Xk¯)) = 0. Par le théorème 4.7 et sa preuve, il suffit de
montrer que l’on a X(k) , ∅ ou que le morphisme (Sym2T ∗)Γk ∪−→ CH2(Xk¯)  Z dans le théorème 4.7 (2)
est surjectif.
Notons d le degré de X.
Si d = 5 ou 7, par les travaux de Enriques, Châtelet, Manin, Swinnerton-Dyer (voir [CT99, Section 4]
ou [VA, Théorème 2.1]), on a X(k) , ∅.
Si d = 9, on a Pic(Xk¯)
Γk = Pic(Xk¯). Puisque Xk¯  P
2
k¯
, l’homomorphisme ∪ est surjectif.
Si d = 8, on a l’une des possibilités suivantes (voir par exemple [AB, Exemples 3.1.3 et 3.1.4]) :
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(i) X est un éclatement de P2k en un k-point, et dans ce cas, X(k) , ∅.
(ii) Il existe des coniques lisses C1, C2 sur k telles que X
∼→ C1 ×C2. Dans ce cas, on a Pic(Xk¯)Γk =
Pic(Xk¯), Xk¯  P
1
k¯
×P1
k¯
et donc l’homomorphisme ∪ est surjectif.
(iii) Il existe une extension de corps K/k de degré 2 et une conique C sur K telles que X
∼→ RK/kC,
où RK/k désigne la restriction à la Weil de K à k. Dans ce cas, il existe D1,D2 ∈ Pic(Xk¯) tels que
Γk permute D1,D2 et l’intersection de D1 et D2 est un point. Alors D1 ·D2 ∈ (Sym2Pic(Xk¯))Γk ,
∪(D1 ·D2) = 1 et donc l’homomorphisme ∪ est surjectif.
Si d = 6, avec les notations ci-dessus, soit (cf. [Ma, §25.5.7])
σ : Pic(Xk¯)→ Pic(Xk¯) :
3∑
i=0
ai li 7→ (a0 + c)l0 +
3∑
i=1
(ai − c)li avec c := a0 + a1 + a2 + a3,
et on a W (R3)  S3 ×Z/2 · σ . Soit L1 :=∑1≤i<j≤3(l0 − li) · (l0 − lj ) et L2 := l0 · (ω+ l0). Puisque l’action de
Γk se factorise par W (R3), on peut calculer que L1,L2 ∈ (Sym2Pic(Xk¯))Γk et ∪(L1) = 3, ∪(L2) = −2. Alors
∪ est surjectif.
Lemme 6.2. Soient X une surface de del Pezzo de degré d = 1,2,3,4 et T un torseur universel de X. Alors
H3nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
[p] = 0 pour tout nombre premier

p , 2 si d = 4
p , 2,3 si d = 2,3
p , 2,3,5 si d = 1
Démonstration. Soit r = 9 − d. Avec les notations ci-dessus, d’après [Ma, §26.6], #W (Rr ) = 273 · 5, 27345,
210345 ·7, 21435527 pour d = 4,3,2,1 respectivement. Alors, pour tout nombre premier p de l’énoncé, tout
p-groupe de Sylow de Sr est un p-groupe de Sylow de W (Rr ). Dans ce cas, l’action de tout p-sous-groupe
de W (Rr ) sur Pic(Xk¯) est donc de permutation. C’est donc aussi le cas sur Sym
2Pic(Xk¯). Par un argument
de corestriction-restriction, H1(k,Sym2Pic(Xk¯))[p] = 0.
On considère le morphisme dans le Théorème 4.7 (2) : (Sym2T ∗)Γk ∪−→ CH2(Xk¯) Z. Par la définition,
∪(ω ·ω) = 4,3,2,1 pour d = 4,3,2,1 respectivement. On conclut alors avec le Théorème 4.7 (2).
Remarque 6.3. Sous les hypothèses du Lemme 6.2, par la même méthode, on peut montrer le résultat
ci-dessous (qui est déjà connu) :
Br(X)
Br(k)
[p] = 0 pour tout nombre premier

p , 2 si d = 4
p , 2,3 si d = 2,3
p , 2,3,5 si d = 1
Théorème 6.4. Soient X une surface de del Pezzo de degré 3 ou 4 et T un torseur universel de X. Alors
H3nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) [p] = 0 pour tout p , 2.
Démonstration. D’après le Lemme 6.2, il suffit de montrer que H
3
nr(T ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) [3] = 0 pour toute surface de
del Pezzo X de degré 3.
On suppose donc que le degré de X est 3.
Notons T ∗ := Pic(Xk¯). Soient (li)6i=0 une base dans (6.1) et ω le fibré en droites canonique de X. Il y a
27 courbes exceptionnelles (les 27 droites) sur Xk¯ . Le groupe Γk agit par permutation de ces droites. On les
note (Di)
27
i=1. D’après [Ma, prop. 26.1], on peut supposer Di = li pour 1 ≤ i ≤ 6, Di = 2l0 −
∑
j,i−6 lj pour
7 ≤ i ≤ 12 et (Di)27i=13 = (l0 − li − lj )1≤i<j≤6.
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Dans Sym2T ∗, on note :
L := (l0 · l0)−
6∑
i=1
(li · li),
et on peut calculer que 6L = 5(ω ·ω)−∑27i=1(Di ·Di). Donc l’action de Γk sur L est triviale.
On considère le morphisme dans le Théorème 4.7 (2) : (Sym2T ∗)Γk ∪−→ CH2(Xk¯)  Z. Puisque ∪(ω ·
ω) = 3 et ∪(L) = 7, le morphisme ∪ est surjectif. Par le Théorème 4.7 (ii), il suffit de montrer que
H1(k,Sym2T ∗)[3] = 0.
Il existe une matrice A ∈M28×28(Z), telle que dans le réseau Sym2T ∗, de rang 28, on ait l’égalité de
vecteurs :
[−L, (Di ·Di)27i=1]t = A · [(li · li)6i=0, (−l0 · li)6i=1, (li · lj )1≤i<j≤6]t . (6.2)
Un calcul direct donne : A =
[−1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 1 1 1 1 1 0 4 4 4 4 4 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 1 0 1 1 1 1 4 0 4 4 4 4 0 2 2 2 2 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2
4 1 1 0 1 1 1 4 4 0 4 4 4 2 0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 0 2 2 2
4 1 1 1 0 1 1 4 4 4 0 4 4 2 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 2 0 0 2
4 1 1 1 1 0 1 4 4 4 4 0 4 2 2 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 0 2 0
4 1 1 1 1 1 0 4 4 4 4 4 0 2 2 2 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 0 0
1 1 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0
1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2].
Par calcul direct (et aussi par ordinateur) on établit det(A) = 5·227. D’après (6.2), le Z3-module (Sym2T ∗)⊗
Z3 est libre avec une base : −L, (Di · Di)27i=1. Puisque le groupe Γk agit par permutation des vecteurs
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−L, (Di ·Di)27i=1, on a
H1(k, (Sym2T ∗)⊗Z3)  0 et H1(k,Sym2T ∗)[3] = 0.
Corollaire 6.5. Soient X une surface de del Pezzo de degré 2. T un torseur universel de X et T c une compactifi-
cation lisse de T . Alors H3nr(T c ,Q/Z(2))H3(k,Q/Z(2)) [p] = 0 pour tout p , 2.
Démonstration. D’après le Lemme 6.2, il suffit de montrer H
3
nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) [3] = 0.
Sous les notations ci-dessus, on a l’inclusion canoniqueW (R6) ⊂W (R7) et les sous-p-groupes de Sylow
de W (R6) et de W (R7) sont isomorphes pour tout p , 2.
Dans le cas d’une surface de del Pezzo de degré 2, l’action de Γk sur Pic(Xk¯) se factorise par W (R7),
et donc, après conjugaison, il existe une extension de corps k ⊂ k′ avec ([k′ : k],p) = 1 telle que l’action
de Γk′ sur Pic(Xk¯) se factorise par W (R6) ⊂ W (R7). Par [Ma, Cor. 26.7], dans Xk′ , il existe une courbe
exceptionnelle définie sur k′ , donc il existe une surface de del Pezzo de degré 3 X ′ sur k′ et un k′-morphisme
propre, surjectif, birationnel Xk′ → X ′ . D’après le Théorème 6.4 et un argument de restriction-inflation, on
a H
3
nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) [3] = 0.
Example 6.6. Soit k un corps contenant une racine cubique de l’unité non-triviale. Soit X une surface
cubique diagonale d’équation :
ax3 + by3 + cz3 + dt3 = 0
en les variables x,y,z, t, avec a,b,c,d ∈ k×. Soit K := k( 3√b/a, 3√ad/bc). Alors XK est une K-surface K-
rationnelle. D’après le Corollaire 2.10, H
3
nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) est annulé par 9. D’après le Théorème 6.4, on a
H3nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) = 0.
Théorème 6.7. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T → X un torseur
universel sur X et soit T c une k-compactification lisse de T . Supposons que la surface X est k-birationnellement
équivalente à une surface de del Pezzo de degré ≥ 2 ou à une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique.
Alors H
3
nr(T c ,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) [p] = 0 pour tout p , 2.
Démonstration. Soit X une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique C. Il existe une extension
K1/k de degré 2 telle que CK1  P
1
K1
. Notons η le point générique de C et Xη sa fibre. Alors Xη est
une conique, et donc elle définit [Xη] ∈ Br(k(C))[2]. Puisque Br(k¯(C)) = 0, il existe une extension finie
galoisienne k′/k tel que [Xη]|k′(C) = 0. Soient et k ⊂ K2 ⊂ k′ l’extension correspondant à un p-sous-groupe
de Sylow de Gal(k′/k). Alors p - [K2 : k] et, par un argument de restriction-inflation, [Xη]|K2(C) = 0. Soit
K := K1 ·K2. On a p - [K : k], CK  P1K et Xη×kK  P1K(C). Donc XK est K-rationnelle. D’après le Corollaire
2.10, l’énoncé vaut pour une telle surface X.
Soit X une surface de del Pezzo de degré ≥ 2. D’après la Proposition 6.1, le Théorème 6.4 et le Corollaire
6.5, l’énoncé vaut pour une telle surface X.
En général, soit X1 une surface projective, lisse, géométriquement rationnelle telle que X et X1 soient
birationnellement équivalents. Il existe un torseur universel T c1 de X1 tel que T c et T c1 soient stablement
birationnellement équivalents par [CTS87, Prop. 2.9.2]. Donc H3nr(T c,Q/Z(2)) ∼→ H3nr(T c1 ,Q/Z(2)) et on
peut remplacer X par X1. Donc on peut supposer que X est une surface de del Pezzo de degré ≥ 2 ou une
surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique. On obtient le théorème en rassemblant les résultats
ci-dessus.
Par la classification k-birationnelle des surfaces projectives, lisses (cf. [Koll96, Thm. 2.1]), toute surface
projective, lisse, géométriquement rationnelle est k-birationnellement équivalent à soit une surface de del
Pezzo, soit une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique. Dans le Théorème 6.7, le seul cas que
l’on ne traite pas est alors le cas où X est une surface de del Pezzo k-minimale de degré 1.
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